
BEWIJZEN 
HOOFDSTUK 3: GEHELE GETALLEN 

3.4 QUOTIËNT EN REST 

Stelling: gegeven a ∈ ℤ en b ∈ ℕ0 , dan ∃q, r ∈ ℤ: a = bq + r met 0 ≤ r < b. 

Bewijs: Stel  R := {x ∈ ℕ | ∃y ∈ ℤ : a = by + x}. 

R is zeker niet leeg, want als a ≥ 0, dan is a ∈ R want a = b · 0 + a. Als a < 0 dan hebben we a = ba+ (1−b)a zodat 
(1−b)a ∈ R, want (1−b)a ∈ ℕ omdat 1 − b ≤ 0 en a < 0. 

 Uit het welordeningsprincipe kunnen we besluiten dat R een kleinste element r heeft. Dan geldt: ∃y ∈ 
ℤ : a = by + r zodat we q := y kunnen nemen. 

Er blijft te tonen dat 0 ≤ r < b. Door de definitie van R is 0 ≤ r in orde. Indien r ≥ b, dan is r − b ≥ 0 en uit a = by + 
r ⇐⇒ a = b(y + 1) + (r − b) volgt dan r − b ∈ R en dat is strijdig, want r was het kleinste element van R. 

Stelling: r en q in de vorige stelling zijn uniek 

Bewijs: Uit het ongerijmde. Onderstel dat 

 
Veronderstel dat q’ < q, zodat q – q’ ≥ 1. Dan krijgen we: 

 
Strijdig. Bijgevolg is q’ < q niet waar. Analoog toon je dat q’ > q ook niet kan. Uiteindelijk moet dus q’ = q en dan 
ook r = r’. 

Eigenschap: Zij n,d,c ∈ ℤ met c ≠ 0 ≠ d. Er geldt: 

 

Bewijs: d | n ⇐⇒ ∃k ∈ ℤ : n = kd en c|n/d ⇐⇒ c | k ⇐⇒ ∃l ∈ ℤ : k = lc. Bijgevolg is n = lcd en dus volgt c | n en 
aangezien n/c = ld volgt ook d | n/c . 

3.5 GROOTSTE GEMENE DELER  

Eigenschap: Zijn d ≠ d’ grootste gemene delers van a en b. Dan geldt d = - d’. 

Bewijs: Dit volgt uit d|d’ en d’|d. 

 Eigenschap: Stel a = bq + r. Dan is ggd(a, b) = ggd(b, r). 

Bewijs: Stel d|a en d|b. Dan zal ook d|(a − bq) zodat d|b en d|r. Omgekeerd: als d|b en d|r dan volgt d|(bq + 
r) zodat d|ggd(a, b). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

cursusbekijken



Stelling (Bézout):  Stel a, b ∈ ℤ, b ≥ 0 met d = ggd(a, b), dan ∃m, n ∈ ℤ : d = ma + nb. Ook is d het kleinste 
natuurlijk getal waarvoor dit kan. 

Bewijs: Voor b = 0 is de stelling triviaal. Als b ≠ 0, lezen we het resultaat van het Euclidisch algoritme van achter 

naar voor:  

 

Gevolg:  Zij a en b gehele getallen. Enkel veelvouden van ggd(a, b) zijn te schrijven als ma + nb. 

 

Eigenschap: ggd(a, b) = 1 ⇒ ∃m, n ∈ ℤ : ma + nb = 1. 

Gevolg: Als a en b relatief priem zijn, kan elk geheel getal geschreven worden als ma + nb. 

Bewijs: Vermits alle getallen veelvouden zijn van 1 = ggd(a, b), volgt dit uit voorgaande eigenschap. 

Eigenschap: Een positief rationaal getal heeft een unieke schrijfwijze als a/b met a en b relatief priem en 
positief. 

Bewijs: 

 

 

 

 

 



3.6 PRIEMGETALLEN 

Stelling: Elk natuurlijk getal groter dan 1 een ontbinding heeft in priemfactoren. 

Bewijs:  Veronderstel even dat er minstens één getal is zonder factorisatie in priemgetallen. Dan is de 
verzameling A van alle getallen zonder factorisatie een niet-leeg deel van ℕ. Bijgevolg heeft A een minimum m. 
Indien m een priemgetal is, heeft m een triviale priemontbinding. Dus moet m = m1m2 met m1, m2 ∈ [2..m − 
1]. Maar vermits m het kleinste element is van A, zullen m1 en m2 niet tot A behoren. Bijgevolg zijn deze 
getallen ontbindbaar. Maar als we deze twee ontbindingen naast elkaar schrijven, hebben we een ontbinding 
van m. Dit is in tegenspraak met m ∈ A. 

We zullen nu aantonen dat de ontbinding van een gegeven getal uniek is (op de volgorde van de priemfactoren 
na). Eerst een hulpstelling: 

Stelling: Zij p een priemgetal. Indien p een product x1x2 · · · xn deelt, moet p één van de factoren delen. 

Bewijs: Door inductie op het aantal factoren van x1x2 · · · xn (deze factoren hoeven natuurlijk niet priem te 
zijn). 

 

 

Stelling: Een natuurlijk getal n ≥ 2 heeft een unieke ontbinding in priemfactoren (op de volgorde van de 
factoren na). 

Bewijs: Als de stelling niet waar zou zijn, is er, door de welordeningseigenschap, een kleinste getal n met twee 
verschillende ontbindingen: 

 

 

 



Toepassing: Zijn m, n niet-nulle natuurlijke getallen, dan geldt m² ≠ 2n² 

 

Stelling: Er zijn oneindig veel priemgetallen 
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3.7 DE Φ-FUNCTIE VAN EULER (PHI)  

Stelling:  

Bewijs: Stel 

 

 



 

 

3.8 EQUIVALENTIERELATIES EN PARTITIES  

Stelling: Een equivalentierelatie geeft steeds aanleiding tot een partitie. 

Bewijs: Stel voor x ∈ X:  

 

 



 

 

3.9 CONGRUENTIES 

Eigenschap: ≡m is een equivalentierelatie. 

Bewijs: ≡m is 

 
(definitie equivalentierelatie is belangrijk) 

 

Toepassing (de 9-proef): Als een getal in basis 10 geschreven wordt als xnxn−1 · · · x0 dan hebben we 

x ≡ x0 + x1 + · · · + xn (mod 9). 

 



3.10 MODULAIR REKENEN  

 

 

 

 

 

 



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3.11 DE CHINESE RESTSTELLING  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



HOOFDSTUK 4: GRAFFENTHEORIE 

Eigenschap (handshake): In een eindige ongerichte graf G geldt steeds  (som van alle 
graden) = 2 keer het aantal bogen) 

Bewijs: Dubbeltelling: deg(v) is het aantal bogen die v bevatten en elke boog bevat 2 toppen. 

Gevolg: Een eindige ongerichte graf heeft steeds een even aantal toppen van oneven graad 

Bewijs: Omdat, volgens de vorige eigenschap, de som van alle graden even moet zijn. 

Eigenschap: Voor een ongerichte graf G geldt dat:  

 (lengte kortste wandeling is d(u,v))  Een metriek is. 

Bewijs: Het is duidelijk dat d(u, v) = 0 ⇔ u = v en dat d(u, v) = d(v, u) voor elk paar toppen u, v ∈ V (G). Zij nu u, 
v, w ∈ V (G) drie toppen met d(u, v) = k en d(v, w) = l. Dit geeft een wandeling van u naar v en ´e´en van v naar 
w. Door deze na elkaar te volgen, krijgen we een wandeling van v naar w die lengte k + l heeft. De afstand d(u, 
w) zal dus ten hoogste k + l bedragen. 

(want d(u, v) is 0)) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Stelling (Euler) 30: Zij G een ongerichte multigraf zonder geïsoleerde toppen. Dan geldt dat G een Eulergraf is 
als en slechts als G samenhangend is en alle toppen van G even graad hebben. 

 

 



Gevolg: Een samenhangende ongerichte multigraf G heeft een Eulerpad dat niet gesloten is als en slechts als G 
juist twee toppen heeft van oneven graad. 

Bewijs:  

=>  Zij u en v de begin- en eindtop van het Eulerpad. De eerste boog van het pad geeft een bijdrage 1 tot de 
graad van u. Telkens het pad weer langs u gaat, neemt de graad met 2 toe. Dus zal de graad van u in het totaal 
oneven zijn. Analoog zal de graad van v oneven zijn omdat de laatste boog van het pad de graad met 1 laat 
toenemen. Alle overige toppen hebben duidelijk even graad. 

<= Zij u en v de twee toppen met oneven graad. Voeg aan G de boog {u, v} toe. Dan heeft elke top even graad 
en is vorige stelling van toepassing. We krijgen dus een gesloten Eulerpad. Als we hierin de boog {u, v} 
weglaten, hebben we een Eulerpad in G. 

Lemma: Als je k toppen uit een Hamiltongraf G weglaat, samen met de aangrenzende bogen, dan valt G uiteen 
in hoogstens k samenhangscomponenten. 

 

Stelling: Zij G een multigraf waarbij het verwijderen van n toppen leidt tot m > n samenhangscomponenten, 
dan is G geen Hamiltongraf. 

Stelling (Dirac) : Zij G een ongerichte simpele graf met n > 3 toppen. Als alle toppen van G minstens graad n 2 
hebben, dan heeft G een Hamiltoncyclus. 

Bewijs: Uit het ongerijmde. 

 

 
Foto in boek 

 

 

 



Stelling: Een samenhangende gerichte (multi)graf G is een gerichte Eulergraf als en slechts als G sterk 
samenhangend en gebalanceerd is. 

Bewijs: 

=>  Als er een Eulercyclus bestaat in G is het duidelijk dat dat de graf gebalanceerd moet zijn omdat de cyclus in 
elke top evenveel moet binnenkomen als buitengaan. De Eulercyclus zorgt er ook voor dat er tussen elke twee 
toppen een gericht pad bestaat 

<=Je kan gewoon het ongerichte bewijs van Stelling 30 aanpassen. Doe dit zelf! 

Stelling: Elk toernooi heeft een gericht Hamiltonpad 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Stelling: Een toernooi T heeft een gerichte Hamiltoncyclus als en slechts als T sterk samenhangend is. 

Bewijs: 

=> Als T een Hamiltoncyclus heeft, dan levert deze een gericht pad tussen elke twee toppen. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4.6 BOMEN EN BOSSEN 

Stelling: Zij G een samenhangende simpele graf. Dan zijn volgende twee eigenschappen equivalent 

1) G is minimaal samenhangend (d.w.z. dat als je een boog weglaat, G niet meer samenhangend is) 

2) G heeft geen cyclus 

 

Gevolg: Een samenhangende ongerichte graf is een boom als en slechts als elke twee toppen verbonden zijn 
door juist één pad 

Bewijs: 

=>  Als er voor elke twee toppen juist ´e´en verbinding is, is de graf in kwestie minimaal samenhangend. 
Inderdaad: als je na het verwijderen van een boog b = {u, v} nog een samenhangende graf zou hebben, zou er 
buiten de boog b nog een pad van u naar v zijn, tegenspraak. 

<= Zij H een boom en veronderstel dat er twee paden zijn tussen twee toppen u en v. Neem dan de stukken van 
die paden die niet samenvallen. Dit zijn cycli, tegenspraak. 

Lemma: Een boom op n ≥ 2 toppen heeft minstens twee bladeren. 

Bewijs: Neem een top t van de boom. Dan zijn er twee mogelijkheden: 

1) t is geen blad Wandel dan vanuit t naar een buur, dan nog een buur, enz. zonder ooit een top 
tweemaal te bezoeken. Omdat de boom eindig is, stopt dit in een zekere top s. Dit moet een blad zijn, 
want als het proces gestopt zou zijn omdat s meerdere buren zou hebben die reeds eerder bezocht 
werden, betekent dit dat er meerdere paden van t naar s zijn, tegenspraak. Om het tweede blad te 
vinden gebruiken we dat t geen blad is en dus deg(t) > 1 zodat we vanuit t nog een wandeling kunnen 
maken op zoek naar een ander blad. 

2) t is een blad Neem dan de enige buur van t in plaats van t. Deze top heeft graad > 2 tenzij de boom 
bestaat uit twee toppen die één boog vormen. Maar in dit geval geldt het lemma duidelijk. 

 

Stelling: Een boom met n toppen heeft n − 1 bogen 

Bewijs: Per inductie op n. Voor n = 1 is de stelling duidelijk voldaan. Onderstel dat de stelling waar is voor n 
toppen en zij T een boom met n + 1 toppen. Het lemma verzekert ons het bestaan van een blad t. Uit T laten 
we t samen met de unieke boog op t weg. Dit levert een graf T 0 op die een boom is met n toppen en ´e´en 
boog minder dan T . Deze heeft wegens de inductiehypothese n − 1 bogen. 

 

 



Eigenschap: Zij F een bos met n toppen en k samenhangscomponenten. Dan heeft F juist n − k bogen. 

 

Stelling (cayley): Voor elke n ∈ N \ {0, 1} is het aantal genummerde bomen met n toppen gelijk aan n^n−2 . (het 
aantal bomen in een complete graf is n^n-2) 

 

 



Gevolg: Het aantal gewortelde genummerde bomen op n toppen is n n−1 . 

Gevolg: Het aantal gewortelde genummerde bossen op n toppen is (n + 1)n−1 . 

 

Gierigheidsalgoritme van Kruskal:  

Om een opspannende boom T van minimaal gewicht te vinden in een gewogen samenhangende ongerichte 
simpele graf (G, w): 

1) Neem een boog met kleinste gewicht om T te starten 

2) Neem een boog met kleinste gewicht in G die nog niet tot T behoort en geen cyclus creëert als je hem 
aan T toevoegt. 

3) Ga naar (2) tot T een opspannende boom is. 

Lemma: Zij F en F’ twee bossen op dezelfde toppenverzameling en onderstel dat F minder bogen heeft dan F’. 
Dan heeft F’ een boog b die we kunnen toevoegen aan F zodanig dat F ∪ {b} nog steeds een bos is. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Stelling: Het gierigheidsalgoritme vindt steeds een opspannende boom met minimaal gewicht. 

 



 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



4.7 BIPARTIETE GRAFFEN  

Stelling: Een ongerichte multigraf G is bipartiet als en slechts als G geen cyclus bevat van oneven lengte. 

 

 
Bewijs: 

Kies G zo dat geen andere bipartiete graf met n toppen meer bogen heeft. Stel r gelijk aan het aantal rode 
toppen en b het aantal blauwe. Doordat G maximaal is, is het duidelijk dat elke rode top verbonden is met elke 
blauwe. Dus heeft G juist rb bogen. Dit is gelijk aan r(n − r). Zoek nu zelf r ∈ [n] zodat de functie f(r) = r(n − r) 
een maximum bereikt. 

➔ Meer bogen wilt zeggen dat de graf niet bipartiet is 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

4.8 KOPPELINGEN 

 



4.9 TOEWIJZINGEN EN HET LESSENROOSTERPROBLEEM  

 

 

 



 

4.10 PLANAIRE GRAFFEN 
HTTPS://NL.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/GRAFENTHEORIE#DE_PLANAIRE_GRAAF  

Stelling 52 (weeral van Euler): Voor een samenhangende planaire ongerichte multigraf G geldt steeds 

v − e + f = 2. 

Bewijs: We geven een bewijs per inductie op e, het aantal bogen in G. 
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Gevolg 14. Elke samenhangende planaire ongerichte simpele graf G heeft een top van graad 6 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

HOOFDSTUK 5 GENERERENDE FUNCTIE  
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HOOFDSTUK 6 RECCURENTIEVERGELIJKINGEN 

 


