Indien een curve C beschreven wordt door de parametervergelijking

x = f(t), y = g(t), met f en g’ continue functies van t, die niet tegelijk 0 zijn
op het interval [a,b], en indien C slecht één keer doorlopen wordt als t stijgt
van a naar b, dan wordt de booglengte van C gegeven door:

PO @]

a<t<bh

Formula for the Length of y = f(x), a=x=<5)
If f is continuously differentiable on the closed interval [a, b], the length of the
curve (graph) y = f(x) fromx = atox = bis

b dy 2 b
L=/ 1+ <E) dx=/ V1 + [f'(x)] dx. (2)

Formula for the Length of x = g(y), c=y=d
If g is continuously differentiable on [c, d], the length of the curve x = g(y)
fromy =ctoy =dis

d 2 d
L=/ 1+ (j"—y) dy=/ V1 + [g'(»)]) dy. 3)

l./du=u+C 14./e“du=e"+C

3 /kdu=ku+C (any number k) 15. /a"du=iz—a+c (a>0,a#1)
= _du . (u
3./(du+dv)—/du+/dv lS./Vaz_"z—sm (a)+C
n _“nH _ du 1 -1 (u
4. udu—n+l+C (n#—1) ]9_/a2+uz=atanl a) +€
5. [y +c
6. sinudu = —cosu + C

cosudu = sinu + C
sec’udu = tanu + C

csc’udu = —cotu + C

Sy S S S

DEFINITION Type I Improper Integrals
Integrals with infinite limits of integration are improper integrals of Type 1.

1. If f(x) is continuous on [a, o), then

00 b
/ fx)dx = bl_i.ngo/ fx) dx.

2. If f(x) is continuous on (— 00, b], then

b b
/ S dx = _ljrpm/ £ ds.

3. If f(x) is continuous on (—00, o), then

/qxf(x)dx= /;f(x)dx+ / Jeelik,

where c is any real number.

Indien de limiet eindig is zeggen we dat de oneigenlijke integraal convergeert.
Indien de limiet niet bestaat zeggen we dat de oneigenlijke integraal divergeert




EXAMPLE 3  Determining Convergence

. 00 .
For what values of p does the integral f | dx/xP converge? When the integral does con-
verge, what is its value?

Solution Ifp#1,

b —-p+1 b
dr _ xp+] 1yt = 1y = (L_,).

, xP —p+l,=l—p 1 —p\pr!
Thus,
Tax oy [Md
 xXP pooof) xP
1 1 L >
= lim [——= (7 -1]|=92"!
b—00 P \b o0, p<l1
because

o {0, p>1
lim — =
b—oo pP~! 0, p<l
Therefore, the integral converges to the value 1/(p — 1) if p > 1 and it diverges if
p<l.

If p = 1, the integral also diverges:

Il
3'___
45
—
5

; b
= lim lnx]I
b—00

lim (Inb — In1) = o0,
b0

DEFINITION  Type II Improper Integrals
Integrals of functions that become infinite at a point within the interval of inte-
gration are improper integrals of Type II.

1. If f(x) is continuous on (a, b] and is discontinuous at a then

b b
/f(x)dx= l_i)m+/ f(x)dx.

2. If f(x) is continuous on [a, b) and is discontinuous at b, then

b c
/f(X)dx= l-i»"é-/ fx)dx.

3. If f(x) is discontinuous at ¢, where a < ¢ < b, and continuous on
[a, ¢) U (¢, b], then

b c b
/f(x)dx=/f(x)dx+/ f(x) dx.

Indien de limiet eindig is zeggen we dat de oneigenlijke integraal convergeert.
Indien de limiet niet bestaat zeggen we dat de oneigenlijke integraal divergeert

THEOREM 1 Direct Comparison Test
Let f and g be continuous on [a, o) with 0 = f(x) = g(x) forall x = a. Then

1. / flx)dx converges <— / glx) dx converges

2. / glx) dx diverges +— / f(x)dx diverges.

THEOREM 2 Limit Comparison Test
If the positive functions f and g are continuous on [a, ©0) and if

1) _

=00 gx)

/00 f(x) dx and /wg(x) dx

both converge or both diverge.

L, 0<L<oo,

then




Types of Improper Integrals Discussed in This Section

INFINITE LIMITS OF INTEGRATION: TyPE | INTEGRAND BECOMES INFINITE: TyPE 11
1. Upper limit 4. Upper endpoint
*l *Inx
/ BE gy = lim/ B : dx . b ax
Sy X7 b= fy  x* T il T
o (x = 1) b=1Jo (x—1)%

2. Lower limit 5. Lower endpoint

: d lim ' _de 3 3
ol + 3% a=roofy 1427 /——‘1‘ = Iim/ —_
L= d=r Sy (x- 1)

3. Both limits 6. Interior point

/‘c L S, / de
w1 +ax? )y L+a? w1+ /‘ dx 7/‘ dx +/‘ dx
o b =1 =1

- 1R

1
! y=—»i
L [EE

Definitie van een oneindige rij
Een oneindige rij getallen is een functie, die als domein de gehele getallen heeft groter
of gelijk aan een geheel getal n,,.

Notatie:
functiea a(n) =n? ofwel a, =n?

We noemen a,=n? het voorschrift van de rij en n de index

De rij zelf noteren we als {a 5 } of {an }c,3

bv: {a,}={1,4,9,16,....n%...}
n=l1

Definitie
Derij {a,} convergeert naar L indien:

Ve>0, AN >0 zodat Vn> N geldt |a,—L|<¢

We schrijven: lim =L of ap—>L

n—rowe an

Indien er zo geen getal L bestaat zeggen we
dat de rij divergeert.




Definitie van divergentie naar oneindig

Derij {a,} divergeert naar oneindig indien:
VM >0, 3N >0 zodat Vn> N geldt a, > M

We schrijven: lim, ,, a, =0 of g, >

Derij {an} divergeert naar min oneindig indien:
Vm <0, 3N >0 zodat Vn> N geldt a, <m

‘We schrijven: lim, , a,=-o of a, = —oo

THEOREM 1

Let {a,} and {b,} be sequences of real numbers and let 4 and B be real numbers.
The following rules hold if lim,— a, = 4 and lim,—c0 b, = B.

1. Sum Rule: lim,—oc(a, + b,) = A + B

2. Difference Rule: lim,—oo(a, — b)) =4 — B

3. Product Rule: limy—co(a, *b,) = A+ B

4.  Constant Multiple Rule: lim,—cc(k+b,) = k+B  (Any number k)

5. Quotient Rule: limoo 2 =4 ifB =0

b, B

Het Sandwich theorema
Zij {a,}, {b,} en {c,} drie rijen en zij a, <b, < ¢, vanaf een bepaalde index N.
Indien lim, ,,a, =1im, ¢, =L dangeldtookdat lim, b, =L

Gevolg
Als |bn| <c, en de rij c, convergeert naar 0 dan convergeert b, ook naar 0.

Het continue functie theorema
Zij {a,} eenrij reéle getallen. Als a, =» L en indien f een functie is, die continu is in L
en gedefinieerd voor alle waarden van a, dan zal f(a,) > f(L)

Theorema (ivm I’Hépital)
Zij f een functie die gedefinieerd is voor alle waarden x >n, en zij een rij
gedefiniéerd als a,=f(n) voor n = n, dan geldt:

lim,,, f(x)=L  =lim,, a,=L

n—® n

DEWYS © Theovema (ivm, 1" Hopital)

Ouppose. ot by | 400 = L. Then or each positive mumber €
thoe 15 4 wumbess Mosade +nar tor all o

Ls M = |t~ Llce.
THEOREM 5
The following six sequences converge to the limits listed below:
. Inn _

1. "ll’n;o =0
2. lim Va=1

n—00
3. limx/"=1 (x>0)

n—00
4. lim x"=0 (x|<1)

n—0oo

n
5. lim (1 + %) =e* (any x)

n—00
n
6. lim X =0 (any x)

n—00 n!

In Formulas (3) through (6), x remains fixed as n — ©0.




i
" o) _ AN W _
m>o m M0 4 a
£ 1':‘,)‘ 4
o tim (V) o Un b, Lo () =0
X >
% x- °
2 lm o ko=@ =1
4
> i x 10 M ﬁ;x (muc % >0) <0
Mm-S "m0
4
= X = =1

m> 0

Recursieve definities
Soms worden rijen recursief gedefinieerd, bijvoorbeeld:

a;=1ena,=a,,+1;Fibonacci:a;=a,=1enay=a,  +a,

Om de rij volledig te kennen heb je de beginterm nodig en de recursieformule.

Monotone rijen, stijgende en dalende rijen

Definitie

Een rij {a,}, waarvoor geldt dat a, <a,., voor alle waarden van n heet stijgend.
Een rij {a,}, waarvoor geldt dat a, 2a,.4 voor alle waarden van n heet dalend.

Een monotone rij is een dalende of stijgende rij

Definitie
Een rij {a,} is naar boven begrensd indien er een getal M bestaat
zodat a, < M voor alle n. We noemen M dan een bovengrens van {a,} .

Een rij {a,} is naar onder begrensd indien er een getal m bestaat
zodat a, > m voor alle n. We noemen m dan een ondergrens van {a,} .

Een rij die zowel naar boven als beneden begrensd is noemen
we een begrensde rij.

Theorema
Een stijgende rij convergeert dan en slechts dan als ze naar boven begrensd is.
De rij convergeert dan naar haar kleinste bovengrens

Een dalende rij convergeert dan en slechts dan als ze naar onder begrensd is.
De rij convergeert dan naar haar grootste ondergrens

NB: Indien de rij enkel monotoon of begrensd is zal ze niet convergeren !

Gegeven een rij {a,} dan noemen we de volgende oneindige som een reeks:

aytatagt.tat... a, heet de n% term van de reeks

Definitie n
We definieren de n partieelsom als: Sp= 2ak

k=1

Definitie van convergentie van een reeks

We zeggen dat een reeks convergeert met som L indien de rij der partieelsommen
convergeert naar L. We schrijven: &

Z a,=L

n=1

Zoniet divergeert de reeks.

Telescopische reeks

1
2

o E— convergeert naar 1
n(n + 1)




DEWYS * Telescopisthe maeks
o 4 A A A
,\,2:4 o 4) mln+a) 5 T - m+1
7 1 ¥ W 3 ~ - / "
= (&= 5a) s G-Pe (24 (- A5 - )
=a-2 ; R =
Amgis {MXM(HMJ Ao> (W) =4
eshak - de KPS ks lomwngends  maar 4
Meetkundige reeks:
0
a+ar+ar+ap+. +ar+. .. = Yar"l
n=1
a .
Convergeert naar —_ als [r|<1 en divergeertals |r|>1
4
REwYs thwm% veks
1) r=4
06 0+ OL*u
S = mou lan, | Sm = 00 S Ceks QGIvguit aoon WMLy
W) r=-1
0-0* 0 -0 t...
G 0 on Sy a @ s} divergunt
> veks diveagemnk
W) el =1 . ,
[n= 0 ¥ OLY vQ!r"*r_, *@yh +m,rw - 0w 0 'H e
P &F + or? o+ & o™t o™
Sn- TS = O - o™
See Qla-v*)
A=y
4. lrlen - u/wt_wr'“ =0 > lm <= 4‘: = Titen
= (omwg,u/\b
2001540 U vV iy divogens > {Ge) is divergunt
> Zam  dlegent
Divergente reeksen
Stelling
o0
Indien de reeks Y. a ,convergeert dan convergeert de rij {a,} naar nul : a, = 0
n=1

Indien de limiet van de rij {a,} niet bestaat of verschillend van nul is divergeert de reeks

Let wel het omgekeerde geldt niet

DEWUYS : ’D'\Ve)rgmte, reeksun
Sm= Qptt Oy, Op

Sm-n = Ryt v O, ,

> S Sea® O

bm'\_’msm = Mmaf”"" * !mk»novm

- O BNV TVaTd = A o W 7 Sm =

&=
I
r

L o= L+ dim o Om
3 i
U/vvxau,.\ =0
m e ((\’
an=>0

THEOREM 8
If Ya, = A and 2b, = B are convergent series, then
1.  Sum Rule: S(a, + b,) = Za, + Zb,=A+ B
2. Difference Rule: 3(an — by) = Zan— Zby=4— B
3. Constant Multiple Rule: Ska, = kXa, = kA (Any number k).

NB: Het toevoegen of verwijderen van een eindig aantal termen heeft
geen effect op de convergentie evenals het herindexeren,
zolang de volgorde van de termen maar wordt bewaard.




Gevolg:
1. Elk veelvoud (# 0) van een divergente reeks divergeert
2.Als )’a, convergeerten )b, divergeert dan divergeren:

2.(a,+b,)
2(a,-b,)

1. Theorema
Een positieve reeks " a, convergeert «» de rij der partieelsommen is naar boven
begrensd

Bewug

Smaa = Sm* Opya o O, >

Smsa 2 Sm B
F L vy dur portiedsommen s sigund
¥ als 0L Neeks waow bown leegrensd > (onvergens

Zij {a.} een rij van positieve termen en veronderstel dat a, = f(n) waarbij f een

positieve, dalende continue functie is voor x>N (N>0), dan zullen de reeks

en de integraal “J" f(x)d.’x ofwel beiden convergeren ofwel beiden divergeren.
N

BEWYS - Tnteqroaltest

Noor N=1
1
h‘ y = fix) HL =1
0 23 noatl of 1 2 3 n=ln
mt1 m
SL(/N.\&X,S Og* O %+ Qpy gfrmma Qg €0yt tOpm
a )

M4 m
= Shmcm < Oyt Oy * ok, € 0yt j&x\d.x
a X ¥ a
Wb Ym: 0ok Um
- m=> 0

1. 048 gkm\dx Qomvergeers = TO0m omver gens
) _

o
2 ot (toade divergare > {Sa}micc begremsd > o disrgent
) “x

BEWYS : p- Series

A A LA 4
DN e AT RN e P >4 Comvergurt
P <A duvergaxt

4
T8 p>a Hthen du= % is o posikive dLueasing fundion of x

Simaw. = o
) < %Pk 5
= = P a &
\&U ax :f'x dx = (M";—»w .‘,..],, ’
A % A A A
5 it ¥ -1) = -2 (pa) =
e (‘o 1) % A-p (o-1) P-4

e Series  Comverges by e Imegrod Ter We emphogize thek the
sum of fe  p-series 18 nob A4 . The wries (onerges , lout we
dont  know dhe Value it owerges Ho.

Tf peq, Yum 4-p >0 omd 2 i
S?u = ap Um (P-4) =0
A P

The series duverges by ¥ Tmwegrol Test,

T p=4 we haw e (divergune) havmonic Series « 4+ T+ 4++2u




1. De directe vergelijkingstest

Zij Y a, eenreeks met positieve termen, dan geldt

i) Als er een convergente reeks 2.C bestaat met an < cy voor alle n>N

(N een geheel getal) dan convergeert >a,

ii) Als er een positieve divergente reeks > d, bestaatmet d,<ayvoor alle n>N

(N een geheel getal) dan divergeert >a,

BEWYS *© Divetre vef%ehjv;.mqsﬂ%

) Redis b podiione Ferman : (dmwrgenk 0§ 0L 1Yy dar pouriedgommen
mawouw oovem  egvensol.
S = Og et Oqg ¥ Oy, +-
Ottt Oy + Cuyg *-

o~
4
-
< Ot oy + S0 rovemgrems vom S}

n "

O
Cm
> Tom Comvergunt
W) To: Zom divergons
Shel: 0w Convergemt = T dm Comvergend = tu,vr\sank

> o, Qivergent;

2. De limiet vergelijkingstest
Zija,>0enb, >0 voor alle n>N (met N positief geheel getal)

Enzij limpsw-t=c dangeldt
bn

i) Indien 0 > ¢ >0 dan zullen de reeksen Y a,en Y"b,beiden convergeren of divergeren

ii) Indienc =0 en Zb.. convergeert dan convergeert Z“.

iii) Indienc= oo en Zb,, divergeert dan divergeert Zﬂ..

De verhoudingstest q

Zi ¥ g 7, €en reeks met strikt positieve termen en zij limn-m n+l _ p
a

Dan geldt: "

i) als p <1 dan convergeert de reeks
i) als p > 1 of p = oo dan divergeert de reeks

iii) als p = 1 weet je niets aangaande de al dan niet convergentie van de reeks

De worteltest

Zi Y a 5 €en reeks meta, 20 voorn 2 N en veronderstel dat
5 - _
lim,  %a, =p

dan geldt:
i) als p < 1 convergeert de reeks
ii)als p>1of p= oo dan divergeert de reeks

iii)als p=1 weet je niets aangaande de al dan niet convergentie van de reeks




Alternerende reeksen
Een reeks met termen die telkens van teken wisselen.

Theorema van Leibniz
n+1
De reeks E (—1) U, =U —U, +iu; —u, +..

convergeert als aan de 3 volgende voorwaarden is voldaan:
1. De termen u, zijn allen positief

2.u, 2u,,, vanaf een bepaalde n=N

3. De rij u, convergeert naar 0

BEWYS © Theoremo. von Ledoniz

S0, =y =y g~ SA = Ma
S = My-My T Sat g

Saue Si-my

( Sam ] (omNergemt

S‘Lm = L\LA‘“L\*L\k's‘\kk\*» * k\'\m—a‘ \Mm)

* Gl g Y Vom PoRRuUL ‘ermum

Somin = Som * {owgmen ‘A‘LMQ]) Sh\= My - (\W.' st\' (~“+"lk5}' - UWam
> s?.m 7 My
% {5} s an Stygende vy % (St s moor loowm \agremsd,

D73 s} »L

'47‘ S'LMM = Som ¥ Womxa
wt (D5 (> L v Mpgaa > 0
dus (S >t

@ wix on 2) 0 s>l > vuks onvergens

NB: De restterm van de n-de partiele som zal kleiner zijn dan |u,,4| en deze
restterm zal ook het teken van deze term hebben.

Absolute en voorwaardelijke (of conditionele) convergentie
Definitie van absolute convergentie

Een reeks Z a nheet absoluut convergent indien de reeks . |a n‘ convergeert

Definitie van conditionele convergentie

Een convergente reeks Z ap heet conditioneel convergent indien de reeks
niet absoluut convergeert

Theorema: De absolute convergentie test
Indien een reeks absoluut convergent is, is zij ook convergent

Theorema herschikking
Indien een reeks absoluut convergent is zal elke reeks ontstaan door een
herschikking van de termen ook absoluut convergent zijn met dezelfde limiet.




nth-Term Test [ Islima, = 07 }N“—h[ Series diverges. J
Yell or maybe
Geometric . = g Yes Converges toa/(1 - r)if [r| < 1.
mw[ B GrEa ek ]_’[ Divergesif |r] = 1.
Nol
s Do e s v he Yes Series convergesif p > 1.
fnct fom 3 —? Series divergesif p < 1.
a=1
Nol
Nonnegative terms Does ¥ |a,| converge?
and/or|  (Apply one of the comparison tests, integral Yes Original series converges. J
absolute convergence test, ratio test, or ath-root test 0. |a,.)
Nol or maybe
Alternating I5Za,=u =ty tuy=++ Yes Is there an integer N such
Series Test (an alternating serics)? that uy >y 2+ ?
Nol No, Yes
See what you can do with the partial
sums, consult more advanced books,
or explore with a CAS.
Serics converges if u, =0,
Series diverges if u, 0.

The nth-Term Test: Unless a, — 0, the series diverges.
Geometric series: > ar" converges if || < 1; otherwise it diverges.
p-series: X 1/n” converges if p > 1; otherwise it diverges.

Series with nonnegative terms: Try the Integral Test, Ratio Test, or Root
Test. Try comparing to a known series with the Comparison Test.

ol

5. Series with some negative terms: Does 2 | a,| converge? If yes, so does
>ay,, since absolute convergence implies convergence.

6. Alternating series: >a, converges if the series satisfies the conditions of
the Alternating Series Test.

Definitie
Een uitdrukking van de vorm:

o0
Yenxt=cote1x+ 02x2 et
n=0
noemen we een machtreeks, gecentreerd rond 0. c,,c;,... zijn constanten
Een uitdrukking van de vorm:

o0
Ten(x-aft =co+ci(x—a)+ ca(x—aP + ...+ cp(x-a)ft + ...

n=l
is een machtreeks gecentreerd rond x=a. De term ¢Cn (x_“)n is de nde term
en a is het centrum van de machtreeks.

-1 0 1

De machtreeks convergeert voor alle punten in het rood aangeduid, nietin 1 en -1.
Bemerk de symmetrie ten opzichte van 0, het centrum van de machtreeks.
Bemerk ook dat je links en rechts van het centrum convergentie hebt over een
afstand van 1 (de blauwe pijl). We spreken van een convergentiestraal van 1.

Convergentietheorema van een machtreeks 1

Indien de machtreeks: = 5 ,

Za,,x” =ay+tax+ax +..tax" +..

n=0

convergeert voor x = ¢ # 0, dan convergeert ze absoluut voor elke x met |x| < |c|.
Indien de machreeks divergeert voor x = d, dan divergeert ze voor elke x met |x| > [d].




Convergentietheorema van een machtreeks 2
Er zijn drie mogelijkheden betreffende de convergentie van de machtreeks

o0
Yen (x_a)n
n=0
i) eris een positief getal R zodat de reeks absoluut convergent is voor| x— a| <R
en divergent voor | X — a| >R

De reeks convergeert of divergeertin de puntenx=a-Renx=a+R

i) de reeks convergeert absoluut voor elke x (R= 90)

iii) de reeks convergeert in haar centrum a en divergeert voor elke andere waarde
van x (R=0)

R= convergentiestraal (0,°°© of 0<R<c0 )
Verzameling van alle convergentiepunten heet het convergentieinterval

NB: Een machtreeks is absoluut convergent in het inwendige van het convergentieinterval.

Techniek voor het bepalen van het convergentiegebied
i) bepaal de convergentiestraal met de verhoudingstest of worteltest

ii) Bepaal de convergentie in de randpunten van het interval (indien R reéel,
dus niet gelijk aan nul of oneindig) met een andere test.

iii) Indien R reéel divergeert de reeks voor x met x < a-R of a+R < x

Theorema: het afleiden term per term

Indien de machtreeks -

Xen (x_a)n
n=0

convergeert voora-R <x<a+R
Kunnen we de volgende functie f definiéren:

f(x)= Zenlx-ay
n=0

(a-R<x<a+R)

Deze functie is afleidbaar tot alle ordes binnen haar definitiegebied.
We kunnen de afgeleiden berekenen door term per term af te leiden:

£'(x)= Znen(-ayr!

n=1
S'()= Entotley(e-a)'2

Deze reeksen convergeren ook voor elk inwendig punt van het
convergentiegebied van de oorspronkelijke machtreeks.

Theorema: het integreren term per term
Indien de functie

f(x)= gcn(x—a)”

n=0

convergeert voor a-R <x<a+ R (R>0)
dan convergeert

0 __y+l
3 .,
n=0 n+l

voor a-R<x<a+Ren

©  (y_g)tt]
[f(x)dx =% ) e
n=0 n+1

voor a-R<x<a+R




Theorema voor het vermenigvuldigen van machtreeksen

0
Indien 4(x)= $a ax" €n B(x)= Xp,x" absoluut convergeren voor [x|<R en
n=0 n=0

indien "
cn=aobntalbp-1+...+tan-1b1+anbo= Xakbn-k
k=0
©
Dan convergeert de reeks ch T
n=0
bsoluut naar A()B(x) voor [x|<R : X C -
absoluut naar A(x)B(x) voor |x|<R : no_ n n
e =[Sax | 3o
n=0 n=0 n=0

Tot nu toe: Kunnen we de machtreeks als een functie zien/definieren?
Nu de “omgekeerde”vraag:
Kunnen we een willekeurige functie f schrijven als een machtreeks?

t+ax—a)+c(x—a)?+c(x—a)++c,(x—a)* +

Dus als een lineaire combinatie van een constante, een rechte (term (x — a)), een
parabool (term (x — a)?), etc . Hoe meer termen we meenemen hoe beter de benadering
van f dan wordt. We noemen de machtreeks dan een Taylorreeks.

De constante, en de machten van (x — a) zijn hier de basisfuncties.

Definitie Taylor reeks en Maclaurin reeks
Zij f een functie, waarvan de afgeleiden van alle orde bestaan in een interval
waarvan a een inwendig punt is. De Taylorreeks van f in a wordt gedefinieerd als:

=0 ()(x = @)+ flafe-a)+ L (“) el e 5

=0

De Maclaurin reeks van f is de Taylorreeks van f voor a=0:

2 /00 70)+ f'(o)x+f;—f°)x2+...+@x"+...

k=0 K!

Definitie: Taylorpolynoom van orde n
Zij f een functie die op het interval | tot orde N afleidbaar is. Zij a een inwendig
punt van | dan definiéren we de Taylorpolynoom van orde n (0<n<N) van f in a:

Pa(e)= @)+ ae-a)e D eape + Ly

Convergentie van een Taylorreeks
f(x) = nd Taylorpolynoom + restterm

f(x) = Po(x) + Ry(x)

Formule van Taylor
Zij f een functie die op het open interval | tot op orde n+1 afleidbaar is.
Zij a en x punten van | dan bestaat er een getal ¢ tussen a en x zodat:

7(0)= f(a)+ fv(a)(x_a)+...+%(x_a)n+R,,(x)

et Rn(x) fzn+l)§! )(x—a)"+1

Gevolg
Indien R,(x) = 0 voor n= % voor elke x in | dan zeggen we dat de Taylorreeks
van f in a convergeert op | en we schrijven:

o (k) (g
1= £ L2




Functies van meerdere veranderlijken
NB: Wij beperken ons tot functies van 2 veranderlijken

« f=functie van 2 veranderlijken xeny
2> w=f(xy)

* x eny : onafhankelijke of input variabelen
« w : afhankelijke of output variabele
* Domein D en range (bereik) van f

Verzameling van (x,y)
waarvoor f gedefinieerd is

Definitie: Inwendige punt = ‘
Een punt (x,,y,) in een gebied R van het XY-vlak is /)  am

een inwendig punt van R als het middelpunt is van | :\ .
een schijf met positieve straal die volledig in R ligt. LR

Definitie: Randpunt
Een punt (X,,,) in het XY-vlak is een randpunt van R als g ‘

elke schijff met positieve straal en middenpunt (x,Y,) |
zowel punten bevat die volledig in R liggen als punten die |
niet in R liggen. Het randpunt moet niet noodzakelijk tot R - s
behoren. ‘

Definitie: Inwendige, Rand, Open en Gesloten

- De verzameling van de inwendige punten van een domein R noemen we het
inwendige van R.

- De verzameling van de randpunten van een domein R noemen we de rand van R.
- Een gebied heet open indien het enkel inwendige punten bevat.

- Een gebied heet gesloten als het zijn rand bevat.

y g
> ol i ey i
® |k ﬂ\
0 x \ 5 > x 5 x
\ /
& ] i k\/

Open unit disk. Boundary of unit Closed unit disk.

Xe

Definitie: Begrensd en onbegrensd
Een gebied van het viak is begrensd als het binnen een schijf ligt met vaste straal.

Een gebied van het viak heet onbegrensd als het niet begrensd is.

Grafiek of opperviak en ni\viaaulijnen

(xYy.f(x,y)) of z=f(x,y) punten in domein waarop f
constant is dus f(x,y) = Cst

Definitie: Contourlijn
Doorsnede van de grafiek met het viak z=c

Definitie:

De functie f heeft limiet L als (x,y) het punt (x,,y,) nadert, indien voor

elk positief getal € een positief getal 5 bestaat zodat voor alle (x,y) in het domein
van f geldt dat als:

0<\/(x—xo)2+(y—yo)2<5 = [f(x,y)—L]<£

We schrijven: li

M) 2(5,,3) Jey=L

in inwendige ma;tp rand




NB: vergelijk met de definitie bij een functie van 1 variabele
Ve > 0,38 > 0zodat als 0 < |x — x| < &8 geldt dat |f(x) —L| <&

alle punten x op een afstand van x, die kleiner is dan § uitgezonderd x, zelf
2 0 < |x — x| < & wordt vervangen door 0 < \/(x—xo)z + -y <6
want in 2 dimensies is de afstand tussen (x,y) en (x,, ¥,) gelijk aan J (x—x0)%2 + (y — ¥0)?

) = = = : -
Fo) =22 o B P = iy ™ = 0
‘ — - . l =
FED=Y 2 BT B = o gy? =70

) =k = lim k=k
fxy) (x,Y)—>(x0.yO) fy) = (x.Y)ir(r;o:J’o)
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THEOREM 1  Properties of Limits of Functions of Two Variables
The following rules hold if L, M, and k are real numbers and

li ,y) =1L d li ,y) = M.
(X~.V)—I’T\'o-yo) f(x y) an (x»)’)—l’r&n‘.lb)g(x y)
1. Sum Rule: lim  (f(x,y) +glx,y) =L+ M
(x, ¥)—(xo, y0)
2. Difference Rule: lim  (f(x,y) —gx,y) =L - M
(x, )= (x0, y0)
3. Product Rule: lim  (f(x,»)-gx,y) =LM

(x, ¥)—(xo, y0)

4.  Constant Multiple Rule: g )liT (kf(x,y)) = kL (any number k)
(x, )= (x0, o)

fuy) L

= M#0

o) 5 y) M

6. Power Rule: If r and s are integers with no common factors, and s # 0,
then

5. Quotient Rule:

lim  (f(x, )" =L

(x, )= (x0, y0)

provided L% is a real number. (If s is even, we assume that L > 0.)

Definitie: Een functie f(x,y) is continu in een punt (x,,y,) indien:

i) f gedefinieerd is in (x,,y,)

i) lim, ) i (x,y) bestaat

iy Emg e )= b))




Definitie: Een functie heet continu indien ze continu is in elk punt
van haar domein

Gevolg: Rationale functies zijn continu in hun domein

De limiet verschilt naargelang de “weg”die je volgt =
de limiet bestaat niet

Samengestelde functies

h

AN

(XoYo) —— > f(XYo) =2, — > 9(2,) = 9(f(Xo,Y,)) = h (X,Y0)

Continuiteit van samengestelde functies:

Indien f continu is in (x,,Y,) en g is een functie van 1 variabele die continu
is in f(x,,Yo) , dan is de samengestelde functie h = gof gedefinieerd als:

h(x,y) = g(f(x,y)) continu in (X,,Yo) -

De parti€le afgeleide van f(x,y) naar x in het punt (x,,y,) wordt gedefinieerd als:

1 =1im;._.o f(xo+h,yo’3_f(xa’yo)

L =2 )

dx

(X5:75) X=X0

De partiéle afgeleide van f(x,y) naar y in het punt (x,,y,) wordt gedefinieerd als:

g _i =it f(xa’ya+h)_f(xa’yo)
S e
Tweede orde partiéle afgeleiden
Definities:
o’ f o(of o’ f of(of
fxx T B Al A fyy = e
ox~ ox\ox o oy \oy

~

_OS_o( _of_o(a
f*y‘axay”ax(ayj A

Stelling van de gemengde partiéle afgeleiden
Indien de functie f(x,y) en haar partiéle afgeleiden fy, fy, fxy en fyx bestaan
in een omgeving van (a,b) en
indien deze allen continu zijn in (a,b) dan geldt:
fy(a,b)=fyx(a,b)




w=f(x,y,2)

Dependent
variable

Intermediate X
variables

Independent
variables

ow _dwdx  dw dy | dw 9z

or  dx dr ' dy ar ' 9z or

Definitie van een lokaal maximum en lokaal minimum

Zij f een functie van 2 variabelen gedefinieerd op een domein R dat het punt
(a,b) bevat. Dan is

1. f(a,b) de waarde van een lokaal maximum van f indien f(a,b) 2 f(x,y) voor
alle punten (x,y) van het domein die in een open schijf gecentreerd rond
(a,b) liggen.

2. f(a,b) de waarde van een lokaal minimum van f indien f(a,b) < f(x,y) voor
alle punten (x,y) van het domein die in een open schijf gecentreerd rond
(a,b) liggen.

Stelling: Eerste afgeleide test voor een lokaal extremum

Indien f(x,y) een lokaal maximum of minimum heeft in een inwendig punt (a,b)

van haar domein en indien beide partiéle afgeleiden bestaan in (a,b) dan geldt:
fy(a,b)=f(a,b)=0

Gevolg: Een functie kan enkel extreme waarden hebben in :

i) Ofwel inwendige punten waar beide partiéel afgeleiden nul zijn

ii) Inwendige punten waar één of beide partiéle afgeleiden niet bestaan
iii) Randpunten van het domein van de functie

Definitie: kritisch punt

Een inwendig punt van het domein van f(x,y) waar beide partiéle afgeleiden
nul zijn of minstens één van beide partiéle afgeleiden niet bestaat noemen we
een kritisch punt van f.

Gevolg: een functie heeft enkel lokale extrema in kritische punten of randpunten.
Niet elk kritisch punt is echter een extremum. We kunnen bijvoorbeeld ook
zadelpunten hebben.

Definitie: Zadelpunt

Een functie f(x,y) heeft een zadelpunt in het kritisch punt (a,b) indien er zich in elke
omgeving van (a,b) in het domein van de functie zowel punten bevinden met

f(x,y) > f(a,b) als punten met f(x,y) < f(a,b). Het punt (a,b,f(a,b)) op de grafiek

van f heet dan een zadelpunt van het opperviak van f.

Stelling: Tweede afgeleide test voor lokale extrema
Indien f(x, y) en zijn eerste en tweede partiéle afgeleiden continu zijn in een
omgeving van een inwendig punt (a, b) en tevens f,(a,b) = f,(a,b) = 0 dan geldt

i) f heeft een lokaal maximum in (a,b) als fix < 0en fi.fyy — f,‘,},2 >0in (a,b)
i) f heeft een lokaal minimum in (a,b) als fix > 0 en fi.f;,y —fxy2 > 0in (a,b)
iii) f heeft een zadelpunt in (a,b) als fixfyy — f,,,,Z <0in (a,b)

De test geeft geen uitsluitsel indien fy.fy, — f,c,,2 =0in (a,b)




NB: De uitdrukking fexfyy — f,c},2 is gelijk aan de determinant van de volgende

matrix:
(fxx fxy)
f yx fyy

Deze matrix noemt men de Hessiaan van de functie f(x, y)

Werkwijze voor het zoeken van lokale extrema en zadelpunten van f indien de eerste en 2de

orde partiéle afgeleiden overal bestaan en continu zijn.

1. Bereken alle eerste en tweede orde partiéle afgeleiden van f

2. Zoek de kritische punten i.e. de punten (g, b) van het domein waar beide eerste orde

partiéle afgeleiden nul zijn. (NB: vermits de eerste orde partiéle afgeleiden overal bestaan

zijn de kritische punten de punten waar deze beiden gelijk zijn aan nul)

Bereken fy, en fixfyy — fxyz in (a, b) en gebruik bovenstaande stelling

4. Kijk naar de randpunten van je domein: een extremum kan immers op de rand van het
domein van de functie liggen

w

Als we absolute maxima en/of absolute minima moeten zoeken op een gesloten gebied D
doorlopen we de volgende stappen:

Teken het gesloten gebied

. Zoek de lokale extrema in het inwendige van D en bereken er de functiewaarde

. Zoek de lokale extrema op de rand van D en bereken er de functiewaarde

Besluit: bekijk de lijst van bovenstaande functiewaarden: het punt met de grootste/kleinste
functiewaarde is het absoluut maximum/minimum

Awn s




