Wiskunde: calculus en lineaire algebra

Examen Calculus juni 2016: oplossingen oefeningen deel 1 en 2

Reeks al

1. Bepaal de volgende limiet:

V2a(r —1)
em1t |z —1|

Oplossing

Voor z > 1 geldt |z — 1| = x — 1, zodat:

. V2zx(x—1) . V2zx(x—1)
lim ———— = lim
a1t |z —1| es1t  x—1
PNY 21 (x—1)
= lim
z—1+ x—1
= lim V2z =2
z—1t

2. Wat zijn de afmetingen (straal, hoogte) van een cilindervormig blikje met een volume van
125cm? als we de totale oppervlakte (cilindermantel, bodem, deksel) van het blikje zo
klein mogelijk willen?

Illustreer de opgave a.d.h.v. een schets.
Oplossing

De totale cilinderoppervlakte bestaat uit bodem en deksel (elk 772) en de zijdelingse man-
teloppervlakte (27rh); we zoeken dus het minimum van S(r, h) = 27r? + 27rh.

Indien het totale volume 125 cm?® bedraagt, volgt uit V' = 7wr2h dat 125 = 7r?h waaruit:

125
h=-2
72
Substitutie hiervan in S(r, h) levert:
125 250
S(r) = 2mr? + 2 — = 2mr? +
r r



We zoeken > 0 zodat S(r) minimaal is en bepalen daarvoor de nulpunten van de afge-
leide S'(r):

250 125 )
S'(r)=0 e 4dmr— "5 =0 += =" = r= ——
72 s N

Aan de hand van de tweede afgeleide controleren we de aard van het extremum. Omdat
S"(r) = 4m + 22 geldt duidelijk S”(r) > 0 als r > 0 zodat het een minimum betreft. We
bepalen de bijhorende waarde van h:

2
125 125 (/27 5v/4
h = = h=— =
7r? T 5 NEs
Antwoord: de totale cilinderoppervlakte is minimaal bij een straal van %ﬁ cm en een
hoogte van f cm.

. Los volgende differentiaalvergelijking met beginvoorwaarde op:

Q%zsirﬁ—y, y(%) =1.

Oplossing

De differentiaalvergelijking is een eerste orde, lineaire, niet-homogene differentiaalverge-
lijking met y als athankelijke en 6 als onafhankelijke variabele; we zoeken dus y(6). We
brengen de differentiaalvergelijking eerst in standaardvorm:

R C

We vermenigvuldigen met een integrerende factor g:

dy Yy sin 6

Y36 799974
en we bepalen g zodat het linkerlid de vorm krijgt van de afgeleide van een product:
(9y) =9y' + g'y:

dy g  sinf

0 g Y797
~—

y’ g

Hieruit kan g bepaald worden door volgende scheidbare differentiaalvergelijking te inte-
greren (met g’ = %):

d d d

= P 7 =Ilng=nb<gl) =0

do 0
Voor het homogeen deel geldt dus:

C C
9g(6)) = 0)qg(0) = ) = — =
(yn(0)g(0)) = 0= yn(0)g(0) = C = yu(0) OB,
We vermenigvuldigen beide leden met deze integrerende factor:
dy y _ ,sinf
a6l = "
& _d(y@) = sin(0)



Integreren van beide leden naar 6:

yh = /sin(@)d@
= —cosf+C

cosf C
<:>y:—0+§

Door substitutie van y (Z) = 1 bepalen we de waarde van C::

coss C
1=— 2 + - < C = g
2 2
De oplossing is dus:
cosf w
0) = — i
y(0) 7 T2
Reeks 1
1. Bepaal de volgende limiet:
: |z + 2|
1 3)——-.

Oplossing
Voor z > —2 geldt |z + 2| = x + 2, zodat:

. |z + 2| , x + 2
1 = 1
A ey = L I s
x+7
= i —
x—:r—g+<x * 3)M
= lim z+3=1
z——27F

2. Een printer moet een poster printen waarvan de totale oppervlakte 200 cm? bedraagt en die
2 cm marge heeft aan de zijkanten, 3 cm aan de bovenkant en 1 cm marge aan de onderkant.
Welke dimensies van de poster geven de grootste bedrukte oppervlakte?

Illustreer de opgave a.d.h.v. een schets.
Oplossing

Noemen we de breedte van de poster b en de lengte [/, dan moet [0 = 200 omdat de totale
oppervlakte 200 cm? bedraagt.
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Door de marges bedraagt de breedte van het bedrukbare deel b — 4 en de lengte van het
bedrukbare deel [ — 4. De bedrukbare oppervlakte is bijgevolg:

S(b,1)=({b—4)(1—4)
Uit Ib = 200 volgt [ = % en substitutie hiervan in S(b, [) levert:

2
S(b) = (b— 4) (%%) :216—4b—¥

We zoeken b > 0 zodat S(b) maximaal is en bepalen daarvoor de nulpunten van de afge-
leide S’(b):

800
S'(b) =0 — —4+b—2:0 — =200 < b=10V2 V b/—407§
Aan de hand van de tweede afgeleide controleren we de aard van het extremum. Omdat
S"(b) = —15%° geldt duidelijk S”(b) < 0 als b > 0 zodat het een maximum betreft. We

bepalen de bijhorende waarde van [:

200 200 202
— == = = 10v2
b 10v2 V22

Antwoord: de totale bedrukbare oppervlakte is maximaal wanneer zowel lengte als breedte
10v/2 cm bedragen.

l:

. Los volgende differentiaalvergelijking met beginvoorwaarde op:

9% = 0%sec(6) tan(0) + 2r, r (%) =2.

Oplossing

De differentiaalvergelijking is een eerste orde, lineaire, niet-homogene differentiaalverge-
lijking met r als afhankelijke en # als onafhankelijke variabele; we zoeken dus r(6). We
brengen de differentiaalvergelijking eerst in standaardvorm:

dr 2 9 T
i 0% sec(0) tan(6), T (—) =2

We vermenigvuldigen met een integrerende factor g:

dr 2 9
g@ — ggr = g0~ sec(f) tan(0)

en we bepalen g zodat het linkerlid de vorm krijgt van de afgeleide van een product:
(gr)" = gr' +g'r:

dr 2 9

g — —g—=r = gf~ sec(f) tan(0)
de 0
~ N~

,,,l g/
Hieruit kan g bepaald worden door volgende scheidbare differentiaalvergelijking te inte-
greren (met g’ = %):

dg 2 dg dé B 9 a2
5= 95> i 2/6:>lng—ln(9 )< g(f) =10



Voor het homogeen deel geldt dus:

(ra(0)9(0))" = 0= r(0)g(0) = C' = ra(0) = — = = CO”

C
g(0)

We vermenigvuldigen beide leden met deze integrerende factor:

dr 2

20l 04 p2p2
7 7 6 i 076 sec(0) tan(0)
d(r6=2)
& 7 = sec(f) tan(0)

Integreren van beide leden naar 6:

o = /sec(@)tan(ﬁ)d@

sin 6 o
= 5 do [substitutie: stel ¢ = cos x]
cos? 6

1

1
= —+C
t+

= secl+C
& r = 6*sech+ CH?
Door substitutie van r (%) = 2 bepalen we de waarde van C"

220(%)2—1—(%)28%(%)<:>2:(2+C’)%2<:>C’:g—2

De oplossing is dus:
1
r(f) = (—8 - 2) 6% + 0% sec(9)



Reeks a2

1. Vind de lengte van de volgende kromme:

1
y = g(:r2+2)3/2 voor 0 < z < 3.

Oplossing

De lengte L van de grafiek van een functie met voorschrift y = f(z) voor a < z < b wordt

gegeven door de integraal:
b
:/ V1+ fl(z)? dz

We bepalen daarvoor eerst de afgeleide van f(z) = £ (2% + 2)*/*:
flx) =31(2* +2)'V? 22 = x(a® + 2)'/?

We berekenen de integraal om de lengte L te bepalen:

:/O‘O’Wdﬁ . /Vl (e(a? 1 22 da
= /\/1+x2(x2+2) dz

0

3
= / Vat+2224+1 dx
0

3
= / (22 +1)? dzx
0

3
_ /(x2+1) dr=[2+a] =9+3-0-0=12
0

2. Voor welke waarden van z is deze machtreeks absoluut convergent? Wanneer is ze condi-
tioneel convergent? Voor welke waarden van z is ze divergent?

411/’ - 5 2n+1
L

n=1

Oplossing

We bepalen het convergentie-interval met behulp van de verhoudingstest. Een reeks > u,,

convergeert absoluut indien:

Unp+1
Unp

lim <1
n—0o0

We bepalen de limiet in het linkerlid voor de gegeven reeks:

(42 =5 (n Z 1)3/2

3/2
_ ERSVINIRE n
= (z-5) ‘(nlin;onH) ‘

-

=1

i (41, _ 5)2n+3 n3/2
1m

n—oo | (n+1)3/2 (4x — 5)2nH = m

n—0o0

J/

= (42 —5)?



We bepalen waar de ongelijkheid geldt:

3
(4:r—5)2<1<:>—1<4m—5<1<:)4<4x<6<:>1<x<§

De convergentie in de randpunten dient afzonderlijk nagegaan te worden. In x = 1 geldt:

— (-7 &~ -1 — 1
DD D A D

en dit is een convergente p-reeks (metp = 3/2 > 1). Inz = % geldt hetzelfde:
o 12n+1 o 1
P By
n=1 n=1
De machtreeks is bijgevolg absoluut convergent op het interval [1, %] en divergent elders.
3. Bereken alle eerste en tweede orde parti€le afgeleiden van de functie

flr,y) =zy+y*— 22— 2y +2

en ga na of deze een minimum/maximum/zadelpunt heeft en indien ja, in welk punt.
Oplossing

We bepalen alle partiéle afgeleide van eerste en tweede orde:

folz,y) =y —2 fee(z,y) =0
fy(r,y) =2y +x -2 Fou(,y) =2
fxy($’y) =1= fyx(fﬂ,’y)

We bepalen de kritieke punten, dit zijn de punten waar de eerste orde parti€le afgeleide
gelijk zijn aan O:

fe(x,y) =0 y—2=0 y =2
<~ <~
fy(z,y) =0 2+ —-2=0 r=-2
In het punt (—2, 2) geldt:

fmf(_27 2>fyy<_27 2) - (fmy(_272))2 =—-1<0

en dus heeft [ in (—2, 2) een zadelpunt.

Reeks 32

1. Vind de lengte van de volgende kromme:
t3
at) = (t2, 3 t) voor —V/3 <t < V/3.

Oplossing



De lengte L van van een parameterkromme (f(t), g(t)) met a < ¢ < b wordt gegeven door
de integraal:

b
L= / f)?+g(t)? da
We bepalen daarvoor eerst de afgeleiden van f(¢) en g(t):
f(t):t2=>f’(t):2t en g(t):§—t=>g/(t):t2—1

We berekenen de integraal om de lengte L te bepalen:

V3 V3
L :/ VIR @2 dt = / Ve + -1 a
V3 3

V3
:/ VA2 + 4 — 212 + 1 dt
-3
V3
_/ Vit +2t2 + 1 dt
V3
V3
:/ V(1) dt
-3

V3 V3
= / (+1) dt:[§+t]
-3 -3

= <%§+\/§>—<—%§—\/§>:4\/§

2. Voor welke waarden van x is deze machtreeks absoluut convergent? Wanneer is ze condi-
tioneel convergent? Voor welke waarden van z is ze divergent?

— (—1)"(z — 1)+
Z( )"(z—1)

2n+1

n=0

Oplossing

We bepalen het convergentie-interval met behulp van de verhoudingstest. Een reeks ) u,
convergeert absoluut indien:
Up+1

lim <1
n—oo

Un,

We bepalen de limiet in het linkerlid voor de gegeven reeks:

—1\ (g — 1)2n+3 2 1 92 1 3/2
lim (=)™ (@ —1) nt = lim |(z —1)? nt
n—o0 2n+3 (=) (x — 1)%+1 n—o0 2n+3
9 1 3/2
= (z— 12| lim nr
21
= (z—1)>

We bepalen waar de ongelijkheid geldt:

(-1l <le-l<z-1<le0<r<?2



De convergentie in de randpunten dient afzonderlijk nagegaan te worden. In x = 0 geldt:
oo 2n+1 ( 1)3n+1 o ( 1)n+1

Z 2n+1 :7; on + 1 :;2n+1

n—=

Deze reeks voldoet aan de voorwaarden van de test voor alternerende reeksen (Leibniz)
met u, = ﬁ, een positieve, dalende rij die naar O convergeert; de reeks is bijgevolg
convergent. De reeks is echter niet absoluut convergent omdat:

=1
ZQn—Fl

n=0

> n+1

2n—|—1

n=

Toepassen van de limiet vergelijkingstest met 1 levert:
n

1

1
lim 2”1+ L = lim = -

en dus divergeert » ﬁ omdat ) | % divereert (harmonische reeks). In x = 2 geldt:
e 12n+1 e ( n
S =Y

met hetzelfde convergentiegedrag als in z = 0. De machtreeks is bijgevolg convergent op
het interval [0, 2]: absoluut convergent op ]0, 2[ en conditioneel convergent in x = 0 en
x = 2; de machtreeks is divergent buiten [0, 2].

. Bereken alle eerste en tweede orde parti€le afgeleiden van de functie
flay) =2 +2y° —

en ga na of deze een minimum/maximum/zadelpunt heeft en indien ja, in welk punt.

Oplossing

We bepalen alle parti€le afgeleide van eerste en tweede orde:
fa:(xay) =2r—1 faca:(l'ay) =2
fo(@,y) =4y foy(2,y) =4

fmy(may> =0= fyz(xvy)

We bepalen de kritieke punten, dit zijn de punten waar de eerste orde parti€le afgeleide
gelijk zijn aan O:

fe(z,y) =0 2r—1=0 r=1
<~ —
fy(x,y):O 4y =0 y=0
In het punt (3,0) geldt:

fxﬂﬁ(%70)fyy(%>0)_ (.f:cy(%,o))2:8>0 en fxx(%,o) =2>0

en dus heeft f in (3,0) een lokaal minimum.



